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Ce polycopié vise a ce que 'apprentissage du cours puisse se faire en autonomie. Pour cela,
le cours est classifié suivant ce que vous devez savoir et/ou savoir faire :

e Les définitions et les lois sont a connaitre.

e Les sections Le cours en exemples sont des extensions du cours. Il s’agit de vous
faire découvrir une propriété ou des exemples que vous devez connaitre. Ils font donc
intégralement partie du cours. Les réponses sont données a la fin de 'exemple.

e Les sections Application du cours donnent des exercices d’application directe du
cours. Vous devez pouvoir les faire sans difficulté, mais les résultats ne sont pas a
connaitre. Les réponses sont données a la fin de I'exercice.

e Enfin, les sections Savoir faire récapitulent ce que vous devez savoir faire, section par
section.

Bien entendu, si vous avez des questions, vous pouvez toujours me contacter :

Claire Marrache-Kikuchi
[JCLab
Bat 108
01 69 15 48 58
claire.marrache@universite-paris-saclay.fr



Chapitre 1

Dérivées partielles

Ce chapitre a pour but de vous donner les bases nécessaires a l'utilisation des dérivées
partielles en physique. Vous verrez des notations plus rigoureuses en math.

1.1 Définition d’une dérivée partielle

Soit f une fonction de n variables (x1, z, ...2,,) :

[ (x, 29, emy) = f(21, 29, ...2).

La dérivée partielle par rapport a la variable x; est définie par :

of , flx1, za, oy + Ay, o) — (21, T2, .4, . T
= limag,—0 :
83335 ! A.TJZ

* Les regles usuelles de la dérivation s’appliquent pour les dérivées partielles.
* Cela revient a faire la dérivée par rapport a x;, en gardant toutes les autres variables
constantes.

1.2 Différentielle totale

Soit f une fonction de n variables (1, za, ...x,) :

[ (1,29, emy) = (21,20, ...2).
La différentielle totale de f est définie par :

of dri + ﬁdxg + ...+ 6—fda:n.

df = godm+ 5~ oz,

* Alinsi, la différentielle totale est la somme des dérivées partielles que multiplie la petite varia-
tion de la variable considérée.

* De la définition de la différentielle totale, on voit également que g—i est la dérivée de f par
rapport a x; en gardant toutes les autres variables constantes.
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2 CHAPITRE 1. Dérivées partielles

1.3 Exemples

Le cours en exemples 1: Calcul de dérivées partielles

1. Soit f(z,y) = 3z?y° + 2. Calculer ﬂ et ﬂ
2. Soit f(z,y) = 2* + y* + xy. Calculer 8f et af
3. Soit f(rc y,z) = bx + y*2 + 36z. Calculer %, g—i et %.
: 0 0 0
4. Soit f(T,P,V) = PV. Calculer a{,, ]J; et %.
. _ PV 8f of
5. Soit f(T,P,V) = . Calculer 2 8T’ et .
) '%:ﬁqa%:%SIHd‘izﬁfﬁ—:TQ9d—ﬁqa/x:%smd‘0:%
P 9e+ fi = % 1 fig = % smd ‘¢ = je ‘e x4 Ag = % 1o fi+ xg = % C T7/‘Zza:9[_ o ® Jfirg = fg ‘T @ asuoday

Le cours en exemples 2: Calcul de dérivées partielles

Soit f(z,y,2) = 3z + 5y + 2y + 2.

1. Calculer af -, gf et 8f
Y

2. Determlner la dlfferentielle totale df.

"2phi+ fip (2 + ,AigT) + xpg = fp ¢ 'ﬁ:%qez-s- /ig{ff—esmd g:% ‘1 : asuodoy




1.3. EXEMPLES

Le cours en exemples 3: Capacités thermiques

On a les identités thermodynamiques fondamentales :

dU = TdS — PdV
dH = TdS+VdP

oU 090U OH OH
1. Calculer 39S’ oV’ a5 et 9P

2. On considere un unique composé, sans changement d’état. Dans le cas d’une trans-
formation réversible (§.S. = 0), exprimer dU en fonction de ¢,, T, P et V.

3. Exprimer ¢, sous la forme d’une dérivée partielle de U, puis sous la forme d’une
dérivée partielle de S.

4. De méme, exprimer ¢, sous la forme d’une dérivée partielle de H, puis sous la forme
d’une dérivée partielle de S.

d d A
° Lo L9 d ¢ %5, © L9
(S?) L (HQ) = d5 ‘oIoruRW SWIQW ® o(] ¥ (59)

N3
SULY € AP — TP = APd — 09 = APd — SPL = NP ¢ A= Ge 10 L = 2% ‘d— = 4% ‘L = 5% ‘1 : asuodpy




Chapitre 2

Analyse vectorielle

Ce chapitre a pour but de vous donner les bases d’analyse vectorielle. Dans le cadre de
ce cours, nous aurons essentiellement besoin du gradient, de la divergence et du Laplacien,
mais je vous donne également la notation d’autres opérateurs qui peuvent vous étre utiles. Je
me restreindrai a l'expression des opérateurs en coordonnées cartésiennes. Naturellement, ils
peuvent également s’exprimer en coordonnées cylindriques ou sphériques, mais je n’en donnerai
pas l'expression ici.

2.1 Notion d’orientation

En physique, on raisonne souvent sur des espaces orientés. Il est donc important de bien
comprendre ce que 'on entend par la.

2.1.1 Contour orienté

di(N)

F1GURE 2.1 — Contour orienté par le vecteur dl.

Soit un contour C. On dit que ce contour est orienté lorsque I’on définit un sens de
parcours. Une portion de contour est alors orientée par un vecteur dl qui a pour norme

||dl||, la longueur du contour considéré, et pour orientation la tangente a ce contour,
parcourue dans le sens positif (figure [2.1)).




2.2. OPERATEUR NABLA 5

2.1.2 Surface orientée

&l
E

S

FIGURE 2.2 — Surface orientée par le vecteur dS.

Soit une surface S. On dit que cette surface est orientée lorsque 1’on oriente ’espace. Une

portion de surface est alors orientée par un vecteur dS qui a pour norme ||dS||, Paire de
la surface considérée, et pour orientation la normale a ce contour, orientée dans le sens

positif (figure [2.2)).

2.2 Opérateur Nabla

Définition
L’opérateur Nabla est un objet mathématique qui, dans un repere orthonormé cartésien,
a pour coordonnées :

v = ol (2.1)

* L’opérateur Nabla est une notation pratique (quand on a I’habitude) pour écrire de maniere
compacte certaines équations. On n’est néanmoins pas obligé de 1'utiliser !
* On va voir dans la suite comment il s’utilise.

2.3 Gradient

Définition
Le gradient est un opérateur qui s’applique sur un scalaire A pour le transformer en
vecteur. En coordonnées cartésiennes, on a au point M :

24(M)
grad A(M) = VA(M) = | (M) 22)
52 (M)

\.

* Le gradient rend compte de la variation de la grandeur scalaire A dans l'espace. Le gradient
indique si A varie pas, un peu ou beaucoup selon les 3 directions de I'espace.
* Dans une direction, le gradient est un vecteur orienté dans la direction des A croissants.



6 CHAPITRE 2. Analyse vectorielle

* On voit que le gradient de A peut s’exprimer comme une "multiplication” de 'opérateur nabla
par A.

Le cours en exemples 4: Calcul de gradients

Calculer le gradient des grandeurs scalaires suivantes :
1. P(x) =50z + 3.
2. T(x,y,2) = 5z + y* + 362.
3. U(z,y,2) = —20z.
4. f(z,y,2) = 3x%y> + 2.

'(O‘Vfizl’QI ‘gfia:g) = [peid Fpog— = fpeis ¢ Fpog+ fi@fig +opg= Ipeis ‘g EROS = dpeis ‘1 : asuoday

Propriété

H .
Le gradient gradA est orthogonal en tout point aux surfaces de niveau (ou lignes équi-
potentielles) A(M )=constante.

Le cours en exemples 5: Lignes de niveau et gradient

Tracer qualitativement le gradient des courbes de niveau de la figure [2.3

d. b.
=
{ """" 150Mizensrssnnnesnsnnesncs ~— ReLIEF ”\J/ l \\ \f’aq, \
g %
%
rrrrrrr 100 ~-==nmmmmeennnnee = NN
N i S — %
,,,,,,, SO < ' 3 = #° 25 %
L Niveau de fa mer ----—( e 4 vg———"/
S ‘ ~-=
] [ 2450
CARTE | 1 ! o 2425
Vs 7 = \:‘ Mer ?r% i's
Mer N e y ©
N_150m~ y o %, o
~ = om
—100m— ]
(A - g &
:50m —50m—— > T

FiGURE 2.3 — a. Lignes de niveau d’une ile. Source : dei.hypotheses.org. b. Lignes de
niveau. Source : uncailloudanslachaussure.ch.

50m 50m  50m




2.4. DIVERGENCE 7

2.4 Divergence

La divergence est un opérateur qui s’applique sur un vecteur X pour le transformer en
scalaire. En coordonnées cartésiennes, on a :

0A,

divA(M) = ¥. 201 = 222y + 2 ary 4 P

ox 8_y

(M) (2:3)

* La divergence est utilisée en physique pour modéliser un flux. On 'utilise a chaque fois que
I’'on veut exprimer la conservation d’une quantité.

* On voit que la divergence de peut s’exprimer comme un produit scalaire de 'opérateur
nabla avec A.

Le cours en exemples 6: Calcul de divergences

Calculer la divergence des vecteurs suivants :
1. A =39, - 57,
2. A = (52 + ) U, + 3627,
3. A = (4y) U + 62°7 .
4 A= 3z + 52y) Uy + 20°Wy, + y2 U .

29+ A9+ E=yAP F 2L = FAPEG=FAP G 0O=pap T :2s5uodpy

Théoreme de Green-Ostrogradski .

Soit & une surface fermée orientée par le vecteur (ﬁ (M) délimitant un volume V. Alors

///Vdivf_f dV = y][éﬁ.cﬁ (2.4)

La quantité gfﬁs E(ﬁ représente une intégrale sur un contour fermé. Physiquement, ca

tout vecteur B vérifie :

représente le flux de ﬁ quittant le volume V.




8 CHAPITRE 2. Analyse vectorielle
2.5 Rotationnel

Le rotationnel est un opérateur qui s’applique sur un vecteur Z pour le transformer en
un autre vecteur. En coordonnées cartésiennes, on a :

OA, 0Ay
oy T 0z
wof AM) =V x A(M) = | %= — 24 | (u) (2.5)
0Ay OA,
ox Ay

* On utilise le rotationnel pour exprimer comment le vecteur X tourne dans l’espace.

* On voit que le rotationnel de A peut s’exprimer comme un produit vectoriel de I'opérateur
nabla avec A.

Théoréme de Stokes-Ostrogradski

Soit C un contour fermé orienté par le vecteur d7(M ) délimitant une surface S orientée
par le vecteur cﬁ (M). Alors tout vecteur A vérifie :

//SB% 235 = ygﬁﬁf (2.6)

La quantité 9Sc Xﬁ s’appelle la circulation de Z le long du contour fermé C. Elle est liée
au rotationnel de ce vecteur.

—
ds

2.6 Laplacien

Le laplacien scalaire d’une grandeur scalaire f est une grandeur scalaire notée A f et qui
vaut :

Af(M) = div (gﬁi 1) (M) = 2 (F}f) — Vif = %(MH%(MH%(M) (2.7)




2.7. RELATIONS UTILES

2.7 Relations utiles

grad (fg) = (grad 1) g+ (arad 9)

-

= divz—l-divﬁ

— 1ot A +1ot B

_ (@ f) A 1 fdiv (Z)
) a7+ gt (4)

grad f

ae (< 5) - ézzy3243>



Chapitre 3
Révisions

Ce chapitre vise a vous faire réviser les notions que vous avez apprises en L1. Pour plus de
détails, je vous renvoie au cours de L1 de Marie-Alix Duval.

3.1 Caractéristiques d’un systeme thermodynamique

Un systéme thermodynamique est un ensemble de matiere (solide ou fluide, sous la forme
d’un ou plusieurs constituant(s)) qui est dit :
e Ouvert s’il peut échanger de I'énergie et de la matiere
e Fermé s’il ne peut échanger que de Iénergie (sous forme de travail et /ou de chaleur)
e Isolé s’il ne peut échanger ni énergie ni matiere.

On peut utiliser les lois de la mécanique pour décrire un solide indéformable ou le mouvement
d’un atome ou d'une molécule. Par contre, lorsque I'on veut décrire un gaz, un liquide, ou un
solide déformable, comme il est impossible pratiquement d’étudier le mouvement de chaque
atome, on recourt a un traitement statistique de ’ensemble du systeme. Ceci conduit a définir
des variables d’états d’un systeme.

Un systeme thermodynamique est décrit par un ensemble de variables (ou grandeurs)
d’état qui peuvent étre :
e Extensives si elles dépendent de la taille du systeme. Exemples : volume, nombre
de moles.
e Intensives si elles sont indépendantes de la taille du systeme. Exemples : pression,
température.
L’équation qui relie les différentes variables d’état entre elles s’appelle une équation d’état.
L’état macroscopique d'un systeme est donc donné par l'ensemble des valeurs de ses
variables d’état.

Principe zéro de la thermodynamique

Deux corps en équilibre thermique avec un troisieme sont eux-mémes en équilibre ther-
mique 'un avec l'autre.

* Un systeme est en équilibre si toutes ses variables d’état sont indépendantes du temps. On a

10



3.1. CARACTERISTIQUES D’UN SYSTEME THERMODYNAMIQUE 11

alors un équilibre macroscopique. Ceci ne signifie cependant pas que le systeme est immobile
microscopiquement.

* La transformation d’un systeme depuis un état d’équilibre macroscopique vers un autre état
d’équilibre se fait par 1’évolution des variables d’état.

Une transformation peut étre :

e Réversible si elle consiste en une succession d’états d’équilibre pour le systeme
ET pour le milieu extérieur. Exemple : un piston que I'on déplace en augmentant
tres progressivement la force exercée pour comprimer le fluide et qui se déplace
sans frottements.

e Irréversible. Exemple : un gaz initialement dans un volume V' est brutalement

détendu dans un volume 2V.

e Quasi-statique si elle consiste en une succession d’états d’équilibre pour le systeme.
Exemple : un piston que 'on déplace en augmentant tres progressivement la force
exercée pour comprimer le fluide, y compris lorsqu’il y a frottements.

Isobare si elle se fait a pression constante.

Isochore si elle se fait a volume constant.

Isotherme si elle se fait a température constante.

Adiabatique si elle se fait sans que le systeme n’échange de chaleur avec le milieu
extérieur.

Le cours en exemples 7: Transformations

1. Comment peut-on modifier la température d’'un systeme sans le chauffer ou le re-
froidir (c’est-a-dire sans apport de chaleur) ?

2. Donner un exemple de systeme dont la température ne varie pas, méme si on lui
apporte de la chaleur.

‘onbrjeqeIpe-UoU SULISYJ0ST UOTJRULIOJSURI) dUN ItoAR Jnod Uo ‘Isury 'O, 00T @ 9XY 93sa1 (sjuriquie uolssoxd )
amjeroduio) es STRW ‘99PNeYD 1S N9J 9] INS dJUB[[INOC NBD P S[OIISSBD dU[) 'g "OUWIISYOST UOU anbryeqerpe UorjeULIOJSURI)
aun Iroae jnad UO ‘ISUTY “IenurwIp ea ainjeradua) e[ 1o a1pusjep 9 jnad uQ ‘zeS un,p sjdwexs, | suousid ‘T : 2suoday




12 CHAPITRE 3. Révisions

3.2 Pression dans un fluide

3.2.1 Forces de pression

Un élément de fluide de volume élémentaire dV = dx dy dz subit des forces de pression de

la part du reste du fluide dans toutes les directions. La force de pression résultante F'pcssion
s’exercant sur un élément de fluide s’exprime en fonction de la pression P :

d?pression o _mp
av - °
En d’autres termes :
oP
dF, = ——d
ox v
oP
dF, = ——dV
) ay
dF, = —a—PdV
0z

Cette relation est valable pour tout fluide, qu’il soit liquide ou gazeux. La pression est donc une
force par unité de surface et s’exprime en N.m=2. On a 1 Pa = N.m~2.

Le cours en exemples 8: Pression uniforme dans un fluide

Que vaut la force de pression résultante qui s’exerce sur un volume élémentaire de fluide
si la pression P est uniforme, c’est-a-dire si P est constante dans tout le fluide ?

. 3 .
<Q = gp— = gp— ‘Sed > sueq : asuodpy

= uo?““dg anb jrey mb 00 g = %— =8 o 5

3.2.2 Fluide a I’équilibre

Loi fondamentale de I’hydrostatique

Un fluide de masse volumique p en équilibre dans le champ de pesanteur a une pression

P telle que :
gradP = p?.
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Le cours en exemples 9: onstration de la loi fondamentale de I’hydrostatique

pression

On considere un élément de fluide de volume dV' au repos dans le champ de pesanteur
(c’est-a-dire soumis a son poids).
1. Quelle est la force par unité de volume correspondant a la force de pesanteur ?

2. Appliquer le principe fondamental de la dynamique a I’élément de fluide et établir
la loi fondamentale de I’hydrostatique.

po= dgmﬁ 1108 ‘Q = ”M’/y;zip + uows/}ﬁd{ip

v meA swnjoa ap 9un Jed inesjuesad sp 9010] ® T : 9suU0daYy

720046
&

1 UO ‘sodal ne spIny op JULW[Y,[ INOJ ‘7 gd =

Loi fondamentale de I’hydrostatique pour un fluide incompressible

Un fluide incompressible, c’est-a-dire de masse volumique p constante, en équilibre dans
le champ de pesanteur a une pression P telle que :

P =F —pgz.

ou P est la pression a z = 0, et I’axe des 2z orienté positivement vers les hautes altitudes.

Le cours en exemples 10: Démonstration de la loi fondamentale pour un fluide incompressible

On considere un élément de fluide incompressible de volume dV au repos dans le champ de
pesanteur (c’est-a-dire soumis & son poids). Etablir la loi fondamentale de 1’hydrostatique
dans ce cas.

‘zbd— = zp zof b6d— = zpbd zof — =07 —(2)d =dP Zof : uoryenbo 91900 2139jur u() Hd— = % 1 SepnjIj[e SOp 2z oXe [ UO[es

919aload uo,] enb gd = JEEJB : anbuooenb epmy un inod enbrye)soipAy | op o[ejuswrepuoj 10] [ op red uQ : asuoday




14 CHAPITRE 3. Révisions

3.2.3 Poussée d’Archimede

Théoreme d’Archimede

Tout corps completement immergé dans un fluide est soumis de la part du fluide a une
force de poussée égale a I'opposé du poids du fluide déplacé.

Le cours en exemples 11: Démonstration du théoréme d’Archimede

1. Dans le cas a. ci-dessus, établir I’équation de repos du volume V' de fluide centré
au point M en fonction de la pression P et de son poids.

2. En déduire qu'un corps immergé ayant le méme volume et situé au méme endroit
subit la poussée d’Archimede.

OpUIYDIY P
awRI09) o] 8anoxd mb 8o ‘epmy np 93sex np 1red e[ op uorssaxd 9p 99I0J WP B[ JINS JI0IPUS dWW N 93rewul sd10d o]
-g cuorssadd g — g AJ- : onbrureu£p e[ op [ejusurepuoj adourid np uorjesrdde red e uo ‘d enbrunjoa asseu aun e 1,8 ‘ISUTYy

‘opmpy np 23sa1 np red ] ap uotsseid op s9010§ s9] 39 sprod uos jIqns 3o sodar ne 1se SPINY 9P A SWN[OA o7 ‘T : asuoday

3.3 Cas des gaz

3.3.1 (Gaz parfaits

Un gaz parfait est un gaz "idéal” ou les molécules sont considérées comme ponctuelles et
sans aucune interaction entre elles.

Equation d’état des gaz parfaits

L’équation d’état des gaz parfaits relie la pression P, le volume V', le nombre de moles n et
la température T d'un gaz parfait et la constante des gaz parfait R = 8.314 J.mol =1 K~ :

PV =nRT




3.3. CAS DES GAZ 15

Application du cours 1: Equilibre isotherme de ’atmosphere

On supposera que lair est un gaz parfait de masse molaire M = 29 g.mol~!. On supposera
également que 'atmosphere est constituée d’air et qu’elle est isotherme, c¢’est-a-dire que
T est supposée constante et uniforme. L’atmosphere est en équilibre dans le champ de

pesanteur.

1. Ecrire la relation d’équilibre pour I’atmosphere.

2. En projetant sur I'axe z des altitudes, déterminer 1’équation vérifiée par fli—f.

3. Ré-écrire la loi des gaz parfaits pour faire apparaitre la masse molaire M et la masse
volumique de I'air p.

4. En déduire I'équation différentielle vérifiée par la pression P en fonction de M, g,
RetT.

5. La résoudre en prenant comme conditions initiales que, en z = 0, on a une pression
F.

Ainsi, la pression (et la masse volumique) dépend exponentiellement de 'altitude. On
remarquera qu’il apparait une hauteur caractéristique H = ﬁ—g ~ 8 km. C’est 'altitude
typique pour la raréfaction de I'atmosphere. En réalité 'atmosphere n’est pas isotherme,

mais perd environ 6°C par km d’altitude.

. — o Ly )
B | 0 =g ¢ g~ — gp |V OPIIR] °p puadep enbrunjoa sssew
®[ ‘1O '% =4 :nop ‘ﬁ =druQ ¢ bd— = % ' UO ‘z aIns 99319[01J *fi 19 T UO[ES 9JURISUOD UOIssaId ouUN SITP-B-1S9 O

‘0= fip _ zp aAnO0I1} Uo ‘fi no T Ins 993slo1d ‘g 'gd = 4 Peid : suuop anb1ye)soIpAy,[ op s[ejuswWepUO] 0] ®] T : 2suoday
<_

dp dpP



16 CHAPITRE 3. Révisions

3.3.2 Gaz réels

Le modele du gaz parfait est bien vérifié dans la limite des faibles pressions. En pratique,
dans des conditions usuelles de température et de pression, il s’agit d'une bonne approximation.

Un autre modele, plus proche de la réalité, est le modele de Van der Waals qui modélise
les interactions entre les molécules par un potentiel répulsif & courte distance (les molécules
ne peuvent pas s’inter-pénétrer) et attractif a plus longues distances (du fait d’effets électro-
statiques). Vous 'avez abordé 'année derniere, mais on ne reviendra pas dessus cette année.

3.4 Fonctions d’état

Une fonction d’état est une grandeur qui dépend des variables d’état et dont les variations
ne dépendent que de I’état initial et de I’état final du systeme, et pas du chemin suivi
pour aller de I’état initial a 1’état final.

En particulier, on définit :

e L’énergie interne U qui est la somme des énergies cinétiques des particules et des éner-
gies potentielles correspondant aux forces d’interaction microscopiques. Elle s’exprime
en Joule.

* U est une grandeur extensive.
* U se conserve pour un systeme isolé.
* Pour un gaz parfait, U ne dépend que de la température (et pas du volume). C’est
la 1™ loi de Joule.
* Pour un gaz parfait monoatomique avec N particules correspondant a n moles, on
a:
3

3

e L’enthalpie H (en Joules) qui est définie par :
H=U+ PV.

* H est une grandeur extensive
* Pour un gaz parfait, H ne dépend que de la température (et pas du volume). C’est
la 2™¢ loi de Joule.
e L’entropie S (en J.K™') qui quantifie le désordre du systéme. A I’équilibre, on a :

S = kgln®,

o kg = 1,38.1072 JK~! est la constante de Boltzmann et {2 est le nombre de confi-
gurations microscopiques pouvant étre occupées par le systeme. Cette notion est un peu
abstraite pour 'instant, vous en verrez ’explication lorsque vous ferez de la physique
statistique.
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Identités thermodynamiques fondamentales .

On a les identités thermodynamiques fondamentales valables pour tout systeme fermé
de composition constante :

dU = TdS — PdV
dH = TdS+VdP

qui définissent la température T et la pression P thermodynamiquement.

* A partir de ces identités, on peut jouer avec les dérivées partielles et établir :
T - (9U) _(oH
os /., 0S ) p
p - (¥
oV )
H
V- (9_>
oP ) ¢

Le cours en exemples 12: Identité thermodynamique sur H

A partir de 'identité thermodynamique sur U, établir celle sur H.

"dPA~+ SPL=dPA+ APd + NP = HP 20 "Ad + 1= H @ APd — SP.L = P ‘ 2suodpy

3.5 Transferts d’énergie

Un systeme thermodynamique peut échanger de I’énergie avec le monde extérieur de deux
manieres différentes :
e Soit via le travail des forces extérieures qui lui sont appliquées,
e Soit par échange de chaleur.
Ce qui est recu par le systeme est, par convention, compté positivement, ce qui est cédé par le
systeme est compté négativement.

3.5.1 Travail des forces extérieures

Le travail élémentaire, c¢’est-a-dire au cours d’un "petit” changement, d’une force exté-

(5W = ?ext'ﬁ

ol EZ est le déplacement dans ’espace du point d’application de la force.
Le travail total entre 1’état a et I'état b s’écrit alors :

b
W=/5VV.

rieure F'.,; vaut :
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* Dans le cas d’une force de pression, on a :
5Wpression - _Peaztdv

* Dans le cas d'une force de pression, et pour une évolution quasi-statique et réversible ou le
systeme est a 1’équilibre a tout instant, on a P = P,,;, et donc :

5Wpression = —PdV

3.5.2 Chaleur

La quantité de chaleur totale échangée entre ’état a et ’état b s’écrit :

Q:A%Q

ou 0(@) est la chaleur élémentaire échangée lors d’une transformation infinitésimale.

* Dans le cas d'un corps dont la température change sous 'effet d’une transformation :
e A pression constante, la chaleur échangée lors d’une variation d7T' de température est
proportionnelle a la capacité thermique massique a pression constante. Pour une masse
m de composé, on a :

0Q) = mepdT

e A volume constant, la chaleur échangée lors d'une variation d7T' de température est
proportionnelle a la capacité thermique massique a volume constant. Pour une masse m
de composé, on a :

0Q = me,dT

e Les capacités thermiques massiques s’expriment en J. K~!.kg™!. On peut également avoir
des capacités thermiques molaires en J. K '.mol™" (auquel cas on a 6Q = nc,dT ou
0@ = nc,dT avec n le nombre de moles du composé), ou des capacités thermiques
volumiques en J. K™'.m™ (auquel cas on a 6Q = V¢, dT ou 6Q = Ve, dT avec V le
volume occupé par le composé).

e Pour un gaz parfait, on a ¢, — ¢, = nR, ot n est le nombre de moles du gaz et R la
constante des gaz parfaits. C’est la relation de Meyer.

e Si le systeme comporte plusieurs composés, la chaleur échangée pour la totalité du sys-
teme est la somme des chaleurs pour chacun des composés.

e On peut également montrer que les chaleurs spécifiques (ou capacités thermiques mo-
laires) s’écrivent (voir Chapitre 1, Le cours en exemple 3) :

ou oS

C’U = _— = T _
or )., ar ),
OH oS

Cp = _— = T _—
oT ) » oT ) »

e On appelle coefficient adiabatique, exposant adiabatique ou coefficient de Laplace le
rapport entre ¢, et ¢, :

%
Co

/y:
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Le cours en exemples 13: Cas du gaz parfait monoatomique .

1. A partir de U = %nRT, valable pour le gaz parfait monoatomique, déterminer
I’expression de c,.

2. Déterminer l'expression de c,.
3. Retrouver la relation de Meyer : ¢, — ¢, = nR.

4. Déterminer la valeur du coefficient de Laplace ~.

g =L ssne e uQ p Yyu =  — 9 : 10k

A A
op uomear v no,( ¢ Yug = (L‘é) = % nop ‘Tyul = Ad + Iyus = g ¢ yul = (%g) = % ‘T : asuoday

Le cours en exemples 14: Formules de Laplace pour un gaz parfait

On vient de montrer que le coefficient de Laplace vaut v = g pour un gaz parfait mono-
atomique. On peut montrer que v = % pour un gaz parfait diatomique. En tout état de
cause, pour tout gaz parfait, on a v qui est une constante.
On considere une évolution isentropique d’'un gaz parfait.

Exprimer dU en fonction de P et V', puis en fonction de ¢, et T.

2. En déduire une relation entre dTT et dVV.

En utilisant la relation de Meyer valable pour tous les gaz parfaits, exprimer cette
relation en fonction de ~.

4. En déduire que TV7~! = cste.
En déduire que PV = cste.
En déduire que 77 P~ = cste

2989 = _1J [ @Ano13 uo ‘syrejred zeS sop UOIIR[Ol ] JUESIIIN UG 9 9950 = (Ad
9AnOI} U0 ‘syrered zeS sop UOIIR[SI ©[ JUBSIIIN UG °G 2959 = [_L A[ ©ANOI} UO ‘JueiSojut uy °f ﬁ = ﬁ({ — L)—

= %%— g k00 = Logu— g quepgogad sowIexe, [ seade,p [P0 = p sma[re 1] "APJ— = AP T : dsuoday
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Le cours en exemples 15: Refroidissement d’une pizza

On considére une pizza constituée de 300 g de pate (Cypare = 1.7 JK1.g71), 50 g de
sauce tomate (C sauce = 4 J. K 1.g™1), et 40 g de mozzarella (Cynozoa = 3.7 J K 1g™1).

1. Calculer la capacité thermique totale de la pizza.

2. Quelle énergie a-t-il fallu dépenser pour amener la pizza d’une température de 20°C
a une température de 250°C pendant la cuisson ?

3. Une fois cuite, la pizza est sortie et vous commencez a la manger lorsqu’elle est
a la température de 140°C. Quelle quantité de chaleur est transférée de 15 g de
mozzarella (une cuillerée) a votre palais lorsque vous mangez la pizza ?

4. Meéme question pour la méme masse de sauce tomate et la méme masse de pate.

5. Qu’est-ce qui brile le plus?

‘97ed e[ ooAr sutowr dnooneaq ‘e[[aRZZOW B[ NO 9)RUWIO) 90NeS B[ J0AR juowaor] snid a[niq os uQ °g
9= (L& — OFT) * LT * QT = 2240 : oged v mod "3 ¢'9 = (LE — OF1) * ¥ * GI = 2°"P$¢) : 9jewioy oones B[ nod § [
LG = (LE—OFT)*L'€*CT = PFZOUY "¢ [ ¢'L6T = IVO = AV "¢ 1 M 838 = L'€+0F +T*05+ L T*00¢ = O ‘T : 9suodpy

* Dans le cas d’un changement d’état, qui se fait toujours a température constante, on a pour
une masse élémentaire dm de composé :

0Q = Ldm,

ou L est la chaleur latente massique de transformation. Ca peut étre une fusion (solide devient
liquide), une évaporation (liquide devient gaz) ou une sublimation (solide devient gaz).

e On peut avoir la chaleur latente molaire Lj;, auquel cas 6QQ = Ljy;dn pour dn moles de
composé.

e La chaleur latente est positive lorsque ’on passe d’un état ordonné a un état désordonné,
et négative lorsque l'on passe d'un état désordonné a un état ordonné. Par exemple, on
a:

Lliquide—>vapeuT = _Lvapeu'r—>liquide > 0.

e Si le systeme comporte plusieurs composés, la chaleur de changement d’état est la somme
des chaleurs pour chacun des composés.
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Le cours en exemples 16: Refroidissement de ’air par évapotranspiration

Un grand arbre peut produire 450 L d’eau par jour. La chaleur latente de vaporisation
de eau vaut Ly cq, = 2265 kJ.kg™!.

1. Estimer la quantité d’énergie que peut pomper l'arbre de 1’air ambiant.

2. A quelle puissance cela correspond-il? La comparer & un module d’air conditionné
(~ 2.5 kW).

"UUOLIPUOD Ire,p so[npowt ¢ op sud 4108 ‘MY 8'TT = (009€ * ¥2)/g01°20 ‘T = o oouessmd oun ® puodse1100 €90
‘isury -oxqure [ op uorjerrdsor red oympoid 980 181U 9339 g ol xed 3] 40T1°g0'T uoxaue todwod jnod {1 T : Isuodry

Le cours en exemples 17: En sortant de la douche

Lorsque l'on est mouillé, 1’'eau a la surface de la peau s’évapore. La chaleur latente de
vaporisation de l'eau vaut Ly e, = 2265 kJ.kg™!, sa masse volumique de pe., = 1'000
kg.m~3. La surface de la peau est d’environ 1.7 m?. Estimer un ordre de grandeur de
I’énergie que vous perdez lorsque vous sortez de la douche, via I’évaporation de I’eau sur
la peau.

‘nead 91104 Op INS|[RYD [ 9P ISSN® S[eW ‘JueIquie Ire [ op 99ao[oid
30 mb 3] 0G8.£ Op °ISIUY P 93rpuenb SuN € puodsorIod eEO ‘yuowdeIsPul dr0desd s Ned [ 1§ S LT 4108 ‘W o OT'LT
op ewnjoA un 3108 ‘need e[ op 9oRJINS B[ @ Inossredo p WW T Op Neo p W[Y Un dulo] os [1nb rewr)se ned uQ : asuoday

3.5.3 Premier principe de la thermodynamique

Premier principe de la thermodynamique

Pour tout systeme thermodynamique, on peut écrire la conservation de 1’énergie au cours
une transformation élémentaire sous la forme :

0E + 60U = oW + 0Q),

ol 0 F est la variation d’énergie mécanique qui prend en compte les énergies cinétiques ma-
croscopiques et les énergies potentielles d’interactions macroscopiques (gravitationnelle,
électrostatique, ...). dW correspond au travail des forces non conservatives. F correspond
a I’énergie mécanique du systeme.
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Application du cours 2: Compression isotherme réversible

P
t ¥
P2
T fixée
n moles de gaz parfait p I
1

v
<

v, Vi

On considere n moles de gaz parfait dans un piston qui subit une compression isotherme
réversible entre un état initial I et un état final F', comme schématisé ci-dessus.

1. Déterminer le travail des forces de pression. Est-il positif ou négatif 7 Est-ce logique ?

2. Que représente le travail des forces de pression, géométriquement, sur le diagramme
P(V) ci-dessus ?

3. Que vaut la variation d’énergie interne du gaz parfait 7

4. En déduire la chaleur échangée avec le milieu extérieur par le systeme.

*)RJISOULIST) e INS[RYD B[ 9P 9PYD SWIRISAS ] : () > M— = () : suuop adourid

Torwaad o] f ') = ¢ no,q eInjerodwo) e op onb puadop ou jrejred ze8 un,p ;) OUIUI SISIOUY,T "¢ UOIJRULIOJSURI)

] op sinoodred op Sues 9] suRP 99JULLIO ‘( A)J 9CIN0OD B[ SNOS aIre,| 9jussaidar uoissord op S90I0] SOp [rearr) o] ‘g ‘zeS un
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3.5.4 Second principe de la thermodynamique

Second principe de la thermodynamique

Pour un systeme fermé, la variation élémentaire d’entropie s’écrit :

0S5 =685, + 05,

ou 05, = % est la variation élémentaire d’entropie due aux échanges avec 'extérieur et
0S,. est la variation élémentaire d’entropie créée au cours de la transformation considérée.

* On a toujours 65, > 0.
* Pour une transformation réversible, on a 6S. = 0 et donc 0S5 = %.
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* Il s’ensuit que 'on a toujours :

0Q
> <.
05 > T

Application du cours 3: Détente de Joule-Gay-Lussac

Etat initial Etat final

V; v, v; v,

»

n moles de gaz
parfait

On considere n moles de gaz parfait dans une enceinte calorifugée a parois rigides. Ini-
tialement, le gaz se trouve dans le récipient de volume V;. La détente a lieu lorsque 1’on
met le récipient de volume V; en communication avec un autre récipient de volume V5.

1. Déterminer le travail des forces extérieures.
2. Déterminer la chaleur échangée avec le milieu extérieur par le systeme.

3. En déduire que pour une détente de Joule-Gay-Lussac, I'énergie interne ne varie
pas.

4. En déduire qu'une détente de Joule-Gay-Lussac se fait a température constante
pour un gaz parfait.

5. Calculer la variation d’entropie pour ce systeme.

T . 3 . .
0< ﬁu[?{“ = APﬁ JII =SV ouog 'AP% = AP% = SPROP ‘0 = APd —SPL = (1P "G "23UeISUOD 350 dangerpduwoy
®[ ‘9jueIsuod 4s9 ) 1§ eanjeroduwe) e[ op anb puedop su ourejur o1drouUy | ‘yrejred zed un inodJ § ‘() = ;) ouuop adourid
Jorwoad o g ') = () : SO9SNJLIOTED JUOS SOIULAOUD ST ' ‘0 = A : eonbrjdde ainorigyxe 010§ ounone e AU [[ ' : 2suodayy
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3.6 Lien avec la chimie

Cette section est pour votre culture générale. Vous ne serez pas interrogés dessus.

3.6.1 Enthalpie libre d’une réaction

On définit I'enthalpie libre, une fonction d’état, par :

G=H-TS=U+PV-TS

Considérons une réaction chimique a pression et température constantes, ce qui est géné-
ralement le cas. Comme la pression est constante, on a :

dH = dU+ PdV +VdP
5Q + 6W + PdV

en utilisant le premier principe. A pression constante et en supposant que le seul travail est

celui des forces de pressions :
dH = Q). (3.1)

Par ailleurs, on a, a température constante :

dG = dH —-TdS — SdT

— dH —TdS
5Q — T (dS. + dS.)
0Q
= 5Q-T <?+dsc)
dG = —TdS.<0

Ainsi, une réaction chimique aura spontanément lieu dans le sens des enthalpies libres dé-
croissantes.

3.6.2 Avancement et affinité chimique

Lorsque 'on a plusieurs corps purs en présence, l'identité thermodynamique pour I’énergie
interne devient :

dU = TdS —pdV + > pdN;,

ou u; est appelé potentiel chimique et N; correspond au nombre de moles du corps pur <.

Par ailleurs, pour une réaction quasi-statique, a une pression P, et une température Ty,
en appliquant le premier principe, 'expression du travail des forces de pression et le second
principe, on a :

dU = W +6Q
— —PydV + TodS — TysS,

En comparant les deux expressions, on obtient :

Ty6S. = (P — Py)dV — (T = Tp) = > _ midN;.
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Comme on est souvent, en chimie, a pression et température constante :

25

Pour une réaction, on note v; les coefficients stoechiométriques algébrisés et £ I’avancement

de la réaction chimique, définie comme :

Y
-F

Alors, on peut définir I’affinité chimique A :

A= TCZZC = — ;yi,ui.

Le deuxieme principe de la thermodynamique impose le sens de réaction tel que :

Ade >0

3.7 Machines thermiques

3.7.1 Machines thermiques idéales

Théoréme de Kelvin

Il n’existe pas de moteur cyclique monotherme.

Théoreme de Clausius

Aucun systeme décrivant une évolution cyclique ne peut réaliser un transfert thermique

parfait entre une source froide et une source chaude.

Théoréme de Carnot

Pour une machine ditherme cyclique, le rendement est inférieur ou égal au rendement
de Carnot. L’égalité est atteinte uniquement lorsque le fonctionnement de la machine est

réversible.
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Le cours en exemples 18: Egalité de Clausius-Carnot

N
ﬂ A Transformation A>B
Pa /_ T=T,
i B Transformation B->C
2 i Adiabatique
Transformation D->A o

Adiabatique

Transformation C->D
T=T;

Va Vo Ve Ve

On considere un systeme de n moles de gaz parfait qui a des transferts thermiques ré-
versibles avec deux sources de chaleur suivant le diagramme ci-dessus. C’est ce que 'on
appelle un cycle de Carnot. Entre A et B, le systeme est en contact avec une source
chaude a une température T.. Entre C' et D, il est en contact avec une source froide a
une température 7. Les transformations de B a C' puis de D a A sont adiabatiques. Le
rendement pour une telle machine est définie par r = ﬂ, ou —W est le travail fourni
par le systeme et (). la chaleur échangée par la source chaude. On note Qs la chaleur
échangée par la source froide.

1. Décrire les différentes transformations.
2. Que vaut la variation d’énergie interne au cours d’un cycle complet ?

3. En utilisant I’application du cours sur la compression isotherme réversible, calculer
la chaleur échangée par le systeme au cours d'un cycle.

4. En utilisant I'une des relations de Laplace pour des transformations isentropiques,

Ve _ Vo
montrer que Vi = V-

5. En déduire 1’égalité de Clausius : % + %f = 0.
6. Que vaut le travail produit par la machine ? Est-il positif ou négatif ?
7. Que représente l'aire hachurée du cycle ?
8. Exprimer le rendement en fonction de Q. et Q.
2= =
'g "o[2£d np uoIpeIusLIo [ NA jiyisod ULIq 1S9 [[ ‘TUINOJ [rearI) o] djuasaidel o[dAD Np saInydey aire, T ) ‘0 > O— = A NO,p
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Le cours en exemples 19: Application du cycle de Carnot .

On assimile un congélateur a une machine thermique dans lequel le fluide calorifique ef-
fectue des cycles de Carnot (voir exercice de cours précédent) entre le milieu extérieur de
température constante T, = 20°C et 'intérieur du congélateur, considéré comme étant
une source froide de température Ty = —18°C. Au cours d'un cycle, le fluide frigorifique
n’effectue des transferts thermiques qu’avec le milieu extérieur et I'intérieur du congéla-
teur. La puissance du congélateur est de P = 500 W.

1. Exprimer le rapport de @y, la chaleur "retirée” a la source froide, et de @, la chaleur
"cédée” a la source chaude.

2. Exprimer (s en fonction de W, T et T'c.

3. On place dans le congélateur 1 L. d’eau a la température initiale Ty = 20°C. En
combien de temps obtient-on de la glace & 0°C? On donne Cj ¢oy = 4.18 J.g7 L. K™
et Lfean =334 J.g7t.

*90%[3 ®[ op Ius)qo Inod SeInuI g dUop jnej

_f 2 _f 2 ® )
18 §TEL = 4V %08 [ 009,L17 = ((0— 0)8TY + vee)ut = L5 EE = oy ¢ LSklL — /oy g 22— = 10 1+ asuodpy

3.7.2 Machines thermiques réelles

On a vu dans la section précédente que le rendement de Carnot d’un moteur, obtenu lorsque
le fonctionnement de la machine est réversible, est de

Les machines thermiques réelles, du fait des frottements, de la dissipation et plus générale-
ment des déperditions d’énergie inévitables, ont un fonctionnement pas totalement réversible,
ce qui fait que l'efficacité des machines réelles est inférieure a celle d’'un moteur Carnot fonc-
tionnant entre les mémes deux réservoirs de température.

L’efficacité (ou rendement) d’une machine thermique est définie par :

uantité d’intérét T
Q <1- L

Energie injectée T,

Thréel =

L’efficacité de Carnot est donc une limite supérieure a 'efficacité d’'une machine thermique.
Elle est souvent utilisée pour établir un ordre de grandeur de ce que I'on peut obtenir a partie
d’une source froide ou d’une source chaude donnée.
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Le cours en exemples 20: Application du cycle de Carnot .

P 3

[¢]
Exhaust Wo3
C =
Intake 1
|
TDX BDC \

F1GURE 3.1 — Cycle d’Otto. (C) physicsbootcamp.org.

Le moteur a combustion interne des voitures thermiques, basé sur le cycle d’Otto, est
sans doute le moteur le plus utilisé au monde. Le cycle idéal d’Otto est illustré ci-dessus.
Le cycle d’Otto se compose des étapes suivantes pour un systeme constitué d’'un mélange
d’air et de carburant :

— Phase d’admission : La soupape d’admission est ouverte et le piston se rétracte
d’une position haute appelée TDC (top dead center) vers une position basse ap-
pelée BDC (Bottom dead center), aspirant de 'air et de la vapeur d’essence a une
pression constante de 1 atmosphere.

— Compression adiabatique : La soupape d’admission est fermée et le piston est
poussé rapidement, de sorte que le processus est une compression adiabatique. Les
températures T et T, augmentent a cette étape.

— Combustion et propulsion : Dans les moteurs a essence, une bougie d’allumage
enflamme le mélange de vapeur d’essence et d’air sous pression. La propulsion est
suffisamment rapide pour étre adiabatique : il n’y a pas de temps pour que le
systeme échange de la chaleur avec I'extérieur.

— Echappement : La soupape d’échappement est ouverte et les produits de combus-
tion a haute pression sont expulsés.

Nous allons déterminer le rendement du cycle d’Otto défini comme le rapport n = %,
ou W est le travail moteur produit et ();n, la chaleur produite par la combustion.

1. Exprimer W en fonction de @Q;, et Q.., la chaleur expulsée par les produits de
combustion.

2. @, correspond a la chaleur produite par la phase de combustion, qui éleve la
température du mélange {air+carburant} de 75 a T3. Si C,, est la capacité calorifique

du mélange, supposée indépendante de la température, exprimer @);, en fonction de
Cv, T2 et Tg.

3. Qour a lieu lorsque les gaz s’échappent, abaissant ainsi la température
{air4-carburant} de T, a Ty. Exprimer Q),,; en fonction de C,,, T} et Tj.

4. Exprimer 7 en fonction des températures du cycle.

5. Si on suppose que le mélange {air+carburant} se comporte comme un gaz parfait,
simplifier 'expression obtenue pour 7 en utilisant les formules de Laplace (valables
pour des transformations adiabatiques). On notera par ailleurs que Vi ~ Vj et

Vo2 Vs
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Savoir faire

29

Les définitions!

Appliquer la loi fondamentale de I’hydrostatique pour un fluide incompressible ou
compressible.

Manipuler les identités thermodynamiques fondamentales pour extraire les déri-
vées partielles pertinentes.

Déterminer les grandeurs thermodynamiques et leurs variations au cours dun
cycle.




Chapitre 4

Généralités sur les transferts thermiques

Les transferts thermiques peuvent étre dus a trois phénomenes physiques différents :

e la convection

e le rayonnement

e la conduction thermique.
Dans ce chapitre, nous nous concentrerons principalement sur la conduction thermique, mais
passons néanmoins brievement en revue les caractéristiques de ces transferts.

4.1 Convection

La convection est le mode de transfert thermique qui implique des mouvements macro-
scopiques de la matiere. La convection est donc médiée par un fluide (gaz ou liquide).

* La convection peut avoir lieu au sein d’un fluide ou entre un fluide et un solide.

* Il ne peut donc pas y avoir de convection dans le vide.

* On appelle convection naturelle la convection qui est due a un gradient. Cela peut étre un
gradient de température, de pression ou de concentration par exemple.

* On appelle convection forcée une convection qui est due a une autre source (artificielle) : un
ventilateur, une turbine, etc...

Le cours en exemples 21: Exemples de convection

1. Donner un exemple de convection au sein d’un fluide.

2. Donner un exemple de convection entre un fluide et un solide.
3. Donner un exemple de convection naturelle.

4. Donner un exemple de convection forcée.
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4.1. CONVECTION

Ilustration 1: Ventilation

Dans la plupart des batiments modernes, la ventilation est assurée par une centrale de
traitement d’air (CTA), de maniere a forcer la convection afin que l'air chaud (ou froid)
ne stagne pas en haut (ou en bas) du fait de la différence de densité : 'air chaud est
moins dense que l'air froid. Une coupe typique montrant un systeme de ventilation est
donnée figure [4.1

Aiir extracted

through luminaire
1
T

Extract
duct

L )K\—' 15 LY Q)ﬁ
g
warm air Z / ]
{
{

(
f Cool air
N\ u /
NN A4 < S

Ventilation Fresh air
terminal supply duct

Buoyant

FIGURE 4.1 — Systeme de ventilation typique dans un immeuble via une centrale de
traitement d’air (CTA). (©) Nuclear-power.

IMustration 2: Badguir

Wind Tower
- c' Exhaust Wind s Wiind Direction
Air Drawn
into Qanat
Cooled
\:umem
Low pressure zone L

FIGURE 4.2 — a. Badguir en Iran. (©) Erika Alatalo. b. Tour & vent pour un réservoir d’eau
a Isfahan (Iran). (©) Eric Lafforgue. c. Schéma de principe d'un badguir. (C) Solaripedia.

Les badguir ou tours a vent (figure a et b) sont des éléments architecturaux que 1’'on
trouve principalement en Iran et qui permettent d’avoir une convection naturelle dans
les maisons. Il s’agit d'une ouverture située en hauteur, face au vent dominant. Lorsque
le vent souffle, la différence de pression force 'air a l'intérieur de la maison vers le haut
pour qu’il soit évacué. Une variante consiste a faire entrer dans la maison de l'air qui
aura été préalablement refroidi par un cours d’eau souterrain et qui chasse I’air chaud de
la maison (figure [4.2c).
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32 CHAPITRE 4. Généralités sur les transferts thermiques

4.2 Rayonnement

Le rayonnement est un mode de transfert thermique médié par des ondes électromagné-
tiques, d’une surface vers une autre surface. En effet, chaque objet émet un rayonnement
caractéristique de la température 7'

Pour un corps noir, un corps idéal qui est a la fois un parfait absorbeur et un émetteur
parfait d’ondes électromagnétiques, la loi spectrale de rayonnement (c’est-a-dire en fonction de
la longueur d’onde) est donnée par la loi de Planck :

2hc? 1
E(T) = 5 —— (4.1)

A eksTx _ ]

ol A est la longueur d’onde considérée et kg est la constante de Boltzmann (figure [£.3).

Blackbody spectrum

/Visible spectrum

Infrared spectrum

1010

108

108

106
106

104
104

100
100

Spectral radiant emittance, W/m2 um
Spectral radiance, W/m?2 pm sr

0.01

L |

0.1 1 10 100
Wavelength, um

FIGURE 4.3 — Emission spectrale d’'un corps noir en fonction de sa température. (C) Sun.org.

La longueur d’onde A4, qui correspond au maximum d’émission est reliée a la température
du corps noir via la loi du déplacement de Wien :

-3
AmaeT = 1.898 x 107° m.K. (4.2)
Penetrates Earth's 7
Atmosphere? N N
Radiation Type  Radio Microwave Intrared Visible Ultraviolet  X-ray Gamma ray
Wavelength/m  10° 10? 10°% 0.5x10° 10° 1070 10"

e ] ? o & W @

Buildings Humans  Butterfies Needle Point Protozoans Molecules Atoms  Atomic Nuclei

-

10* 108 10'? 10 108 10'® 107

Temperature of
objects at which 4
this radiation is the

peak wavelength S
omitied | 1K 100 K 10,000 K 10,000,000 K
-272°C -173°C 9,726°C ~10,000,000°C

FIGURE 4.4 — Spectre électromagnétique. (C) Sun.org.
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La puissance totale par unité de surface (de I'émetteur) émise par un corps noir a la tem-
pérature T" obéit a la loi de Stefan-Boltzmann :

P =oT", (4.3)
ol la constante de Stefan-Boltzmann vaut o =~ 5.67 x 1078 W.m 2. K~4.

* Le rayonnement est le seul transfert thermique possible dans le vide.
* Le rayonnement ne nécessite aucun support matériel. Il agit a distance.

Le cours en exemples 22: Rayonnement

1. Le Soleil a une température de 5778 K. A quelle longueur d’onde émet le Soleil 7

2. A quelle longueur d’onde émet le corps humain ?

3. Quel domaine de rayonnement va étre important pour le rayonnement dans les
villes 7

‘ognoreqjur, T
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4.3 Conduction thermique

La conduction thermique est un transfert thermique qui a lieu dans un solide ou un fluide
stationnaire (sans mouvement de fluide).

* C’est un phénomene microscopique sans mouvement macroscopique de matiere.
* Il n’y a pas de conduction thermique dans le vide.
* La conduction thermique est médiée par :

e La conduction électronique : les électrons sont des porteurs de charge, mais peuvent éga-
lement transporter de la chaleur. Dans beaucoup de matériaux, la conductivité thermique
est directement reliée a la conductivité électrique.

e Les phonons, c’est-a-dire les vibrations thermiques des solides.

e Les collisions entre molécules (agitation thermique) au sein d’un fluide.

C’est ce phénomene que 1’on va plus précisément étudier dans ce cours.



Chapitre 5

Conduction thermique

Dans ce chapitre, nous allons détailler les processus de conduction thermique plus en détail.

5.1 Vecteur densité de flux de chaleur

Le vecteur densité de flux de chaleur, j g, a travers un ¢élément de surface dt% est tel
que la chaleur traversant cette surface entre les instants ¢ et ¢t + dt vaut :

5Q = 7 o.dS dt. (5.1)

— . _9 _ N Tk _ —g, Sl 8
J @ s'exprime en J.m 257!, c’est-a-dire en W.m™2. dS est paralléle & la normale sortante
de la surface considérée.

* Dans la suite, on fera I’hypothese de 1’équilibre thermodynamique local, c¢’est-a-dire que 'on
suppose que 'on peut définir en tout point M et a tout instant ¢ une température T'(M,t) et
une énergie interne u(M,t).

On peut établir une équation-bilan de la chaleur en ’absence de sources. Pour cela, on
considere un fluide (ou un solide) de masse volumique g dans un volume fixe V' limité par la
surface fermée . On fait les hypotheses suivantes :

e Il n’y a pas de convection, de telle sorte a ce que I’énergie cinétique macroscopique du
fluide est nulle.
e Il n’y a pas d’autres forces conservatives que les forces de pression.
e Le travail des forces de pression est nul ici car le volume V' est constant.
On applique le premier principe au fluide contenu dans le volume V entre ¢ et ¢ + dt :

On peut également exprimer dU en fonction de la capacité thermique massique a volume
constant ¢, :
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5.1. VECTEUR DENSITE DE FLUX DE CHALEUR 35

On finit par obtenir I’équation de conservation de la chaleur en I'absence de sources de
chaleur :

or
div?Q + Hev gy = 0 (5.2)

On peut généraliser cette équation dans le cas ou on a des sources de chaleur dans le volume

v
Conservation de la chaleur N

Si on appelle o I’énergie interne regue par unité de volume et par unité de temps autrement
que par diffusion thermique (par ex. due & des sources de chaleur), I’équation de la chaleur
devient :

oT

di v . 5.3
1V]Q+,uc 5% = C (5.3)

Point de math 1: Intégration sur une surface

Pour faire une intégration sur une surface (fermée ou pas), il faut :

1. exprimer (ﬁ dans les coordonnées considérées :
d8 = ds

ot dS est la surface élémentaire et 77 la normale de la surface.
2. Faire le produit scalaire

3. Intégrer le résultat sur la surface considérée.

%
Exemple 1 : Intégrer sur une sphere j g = joﬁr.

i 27
gcﬁ = #]’077".7’2 sin 9d9d907r = / / jor? sin OdOdy
9=0 J =0
T 27
= j07"2/ sin9d9/ dg0=j07"2[— (:089]6'[90]37T
0=0 p=0
= dar?j,.

Exemple_2> : Soit un parallélépipede de longueur L suivant y et de hauteur h selon z,
intégrer j g = joﬁx + jﬂTZ sur cette surface.

//j_é.oﬁ — //;07 + ) (dyd= ) //]0 dyd>
:=@Aﬂ@lﬂszmo
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Application du cours 4: Bilan thermique pour un cable cylindrique

a
y

On considere un cable cylindrique de rayon a, de résistivité p, de masse volumique g,
parcouru par un courant d’intensité I.

1. Déterminer la puissance volumique due a l'effet Joule.

2. Déterminer la quantité de chaleur diffusive qui traverse un cylindre de rayon r et
de hauteur h pendant dt.

3. On considere le volume contenu entre les cylindres de rayon r et r + dr. Donner le
bilan de chaleur diffusive.

4. Appliquer le premier principe pour le solide contenu entre les cylindres de rayon r
et r + dr et établir I’équation de la chaleur.

. —_te 4 e . s — I — [ e
Tor = (Braje T T ze T N0 IO + IO = p T toup gyt = NP T WPPYT 5y,
o - .y P AP . AP . :
= Kop0 ¢ pyurgdl = ¢ ¢ vzlzd = 4p o, "jurImod ap onbrumnpoa 9ysusp e[ 980 [ no  [d = G5 T ¢ asuoday
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5.2 Diffusion et loi de Fourier

5.2.1 Notion de diffusion

On appelle diffusion un transport menant a homogénéiser la distribution spatiale d’une
quantité au sein d'un systeme. Les lois décrivant ces échanges sont historiquement phé-
noménologiques, et décrivent une proportionnalité entre le flux et le gradient de la dis-
tribution de la quantité observée.

5.2.2 Loi de Fourier

La loi de Fourier est une loi phénoménologique qui relie la densité de flux de cha-

leur au gradient de température, en introduisant la conductivité thermique A > 0 (en
JKtmts™! ouen WK m™!):

To=Agrad T (5.4)

* La loi de Fourier met en équation le fait qu’'une grande différence de température engendre
un flux important de chaleur.

* Cette loi n’est valable que lorsque les phénomenes considérés ne varient pas trop brutalement
dans l'espace et dans le temps, ce qui sera toujours le cas dans le cadre de ce cours.

* La conductivité thermique peut ne pas étre homogene dans un solide ou un fluide donné,
notamment si la température est inhomogene. Par exemple : 'air pres d’un radiateur, une
marmite que 1’on vient de mettre sur le feu, etc...

% Ordres de grandeur : Acyivre ~ 400 WK tm™! Agay ~ TW.Ktm™; My ~ 0.01 WK tm1.

5.3 Interprétation microscopique : le cas du gaz parfait mono-
atomique

Que signifie la température a I’échelle microscopique ? Peut-on faire un lien entre les molé-
cules qui composent la matiere et la température ?

La vitesse quadratique moyenne v* d’un gaz composé de molécules de masse m est telle :

1 3
§mv*2 = ikBT (5.5)

+ On verra la démonstration de cette relation en TD.
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n_particules par

Section S /unité de volume
~ ® O
- ° . o
°/® O
e

Soit une particule incidente arrivant orthogonalement sur une cible fixe de section S,
d’épaisseur e et comprenant n,. particules par unité de volume.

La section efficace de choc o est définie telle que la probabilité pour que la particule

incidente ait un choc avec une des particules cibles est : pepoc = Z-

Le libre parcours moyen [ correspond a la distance moyenne parcourue par la particule
incidente entre deux chocs.

Le nombre de chocs que la particule incidente va avoir sur I’épaisseur e de la cible s’écrit :

On en déduit alors I'expression du libre parcours moyen :

Par ailleurs, si les molécules s’entrechoquent, cela signifie que la distance les séparant est

inférieure a la somme de leur rayon, ce qui permet d’estimer la section efficace :

* Pour un gaz parfait, les molécules sont supposées ponctuelles, et la section efficace de choc
est nulle, et le libre parcours moyen infini, ce qui n’est pas physique. C’est 'une des limites du
modele!



5.3. INTERPRETATION MICROSCOPIQUE : LE CAS DU GAZ PARFAIT MONOATOMIQUE39

Le cours en exemples 23: Libre parcours moyen dans un gaz dilué

Estimer le libre parcours moyen pour un gaz dilué.

ou
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Le cours en exemples 24: Durée moyenne entre deux chocs

Estimer la durée moyenne entre deux chocs pour un gaz dilué.

. — a p— . pa— . w p— .
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On peut trouver I'expression de la loi de Fourier et de la conductivité thermique pour un
gaz parfait monoatomique. Pour cela, on va se limiter au cas quasi-1D, c’est-a-dire que la
température est de la forme T'(x,t). On va faire les hypotheses suivantes :

e Toutes les molécules ont eu leur dernier choc a l'instant ¢.

e Les chocs redistribuent les vitesses des particules de maniere aléatoire. La vitesse vaut,
en norme, v*. On estime que les particules ont 1/6 de chances d’avoir une vitesse suivant
Uy, 1/6 selon —,, 1/6 selon @, 1/6 selon —,, 1/6 selon ., et 1/6 selon — /.
C’est une simplification extréme qui respecte l'isotropie du systeme.

e Entre t et t 4 dt, les molécules ont un mouvement uniforme et parcourent une distance
égale au libre parcours moyen [.

e Les vitesses moyennes v sont uniformes (c’est-a-dire qu’elles ne dépendent pas de z).
C’est rigoureusement faux puisque v* dépend de la température.

e La densité moléculaire est supposée uniforme. C’est rigoureusement faux puisque la
densité dépend de la température.

e En revanche, I’énergie interne par molécule dépend de la position : u = %kBT(.r).

e En 'absence d’apport extérieur, la seule forme d’énergie pour un gaz parfait monoato-
mique est son énergie cinétique.

e On considere une conduite de section S.

x—1 X x+1

On va faire le bilan de chaleur amené par les molécules qui traversent ’abscisse x entre ¢
et t + dt. Calculons tout d’abord le nombre de molécules qui vont passer de la droite vers la
gauche (celles contenues dans le volume rouge) :
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Celles-ci ont une énergie cinétique :

Puis le nombre de molécules qui vont passer de la gauche vers la droite (celles contenues
dans le volume rouge) ont une énergie cinétique :

Ainsi, la quantité de chaleur qui traverse = pendant la durée dt vaut :

On vient donc d’établir la loi de Fourier pour un systeme quasi-1D, et la conductivité
thermique pour un gaz parfait monoatomique vaut :

1
A= §nckBlv*. (5.6)

Pour de I'air & pression et température ambiantes, on trouve A ~ 1072 W.K~!t.m™!

accord avec la valeur expérimentale.

, en bon

* Le modele montre également que, pour un gaz parfait monoatomique, la conductivité ther-
mique est indépendante de la pression :



Chapitre 6

Equation de la chaleur

Equation de la chaleur

En I'absence de source de chaleur et si la conductivité thermique est constante, on peut
établir ’équation de la chaleur :

0*T  &°T  0*T aT
Dy, AT = D = — 6.1
h h (8231: * 0%y * 82,2) ot (6.1)
ol on définit le coefficient de diffusion thermique :
A
Dy, = —. (6.2)
Hey

+ Démonstration :

* Attention : le symbole "A” de I’équation de la chaleur signifie ici le "laplacien” (voir chapitre
3 sur l'analyse vectorielle).

* Attention (2) : ne pas confondre I'équation de la chaleur avec I’équation de conservation de
la chaleur!

* L’équation de la chaleur est une équation de diffusion (de la chaleur, ici) formellement (c’est-
a-dire mathématiquement) analogue a I’équation de diffusion des particules, nous reviendrons
sur ce point. Une équation de diffusion relie les dérivées (secondes) dans I'espace d'une quantité
scalaire a la dérivée temporelle de la méme quantité. Le coefficient de diffusion Dy, a donc pour
unité des m?.s7 1.

* Ainsi, par analyse dimensionnelle, le temps caractéristique 7 qu’il faut a la chaleur pour

41
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diffuser sur une longueur caractéristique L est tel que :

Dy, = — :
th = — (6.3)

* Les équations de diffusion ne sont pas invariantes par renversement du temps. En d’autres
termes, si on remplace t par —t, on n’obtient pas la méme équation, mais leur opposé. C’est le
signe que la diffusion est un processus irréversible.

* Il faut retenir que I’équation de la chaleur couple l’espace et le temps. Autrement dit,
I’évolution de la température dépend a la fois de ou on est et a quel instant.

* Dans le cadre de ce cours, on se limitera a des résolutions simples. Vous verrez une méthode
générale de résolution des équations de diffusion dans le cours sur les ondes en L3.



IMlustration 3: Température du sol

Comme illustré figure les variations journalieres ou annuelles de la température de
Iair a la surface de la terre se répercutent dans le sol par une température variable dans
le temps et 'espace.

A une profondeur donnée, la température varie, mais avec un certain retard par rapport
aux variations a la surface de la terre, le temps que 'onde thermique se propage dans le
sol.

Par ailleurs, plus on est profond dans la terre, plus ces variations sont atténuées par
I'inertie thermique de la terre (due a la capacité thermique).

En-dessous de 10 m, on peut considérer que la température du sol est quasiment constante
tout au long de 'année et égale a T, ~ M

Temperature (C)

-5.0 0.0 5.0 10.0 150 200 250 300 35.0

10.0

Ground Depth (m)
>

200

250

30.0
—Jan. Feb. —Mar. —Apr.
—May — Jun. —Jul. —Aug.
—Sep. —Oct. Nov. —Dec.

FIGURE 6.1 — Evolution de la température du sol en fonction de la profondeur pour les
différents mois de I'année a Séoul (Corée du sud). Song et al. Energy Sust. Dvlpt. 23 150
2014.
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Application du cours 5: Propagation de la chaleur dans le sol

[T(z =0,t) =Ty + T{cos(wt)

Le demi-espace z > 0 est un milieu de conductivité thermique A, de capacité thermique
cy et de masse volumique p. z est dirigé vers le bas. Le demi-espace z > 0 représente
donc le sol. La température a la surface est de la forme :

T(z=0,t) =Ty + Ty coswt

1. Quelle est la valeur de w si on veut étudier les variations journalieres de tempéra-
ture ?

Quelle est la valeur de w si on veut étudier les variations annuelles de température ?

3. La valeur du coefficient de diffusion thermique du sol est d’environ Dy, = 107°
m?.s~!. Estimer la longueur typique sur laquelle les variations de température jour-
nalieres se propagent. Faire de méme pour les variations annuelles.

4. Montrer que T'(z,t) =Ty + « exp /% cos (wt — §) est une solution de I’équation de
la chaleur. Exprimer ¢ en fonction de Dy, et w. Comparer ¢ a la longueur caracté-
ristique estimée a la question précédente.

Exprimer « en fonction de T;.
Comparer 'allure de T'(z,t) a la figure

‘I =g .7’”325 =m
% -Tos o suep puojoad snid jueijeued srew sojuol snjd juos oanjerodwo) Op SO[ONUUR SUOIJRLIBA SO "W G ~ Lp¥ ~ °7

D ¢
P wo og ~ {1¥q ~ ‘7T euQ g ;_sPel , 0] X g = £ = vm g [_SPRI (0T X €L = .T% = fm 1 : osuodpy
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Application du cours 6: Propagation de la chaleur dans une barre

TZTO\‘ [TZTO

z

o
»

| |
z=1

N
=
(=)

On considere une barre cylindrique homogene, de section S, de conductivité thermique
A, de capacité thermique cy et de masse volumique pu. Les extrémités z =0 et 2 = L de
la barre sont maintenues a la température T par contact avec un thermostat. A t = 0,

on a :
z

T(z,t=0) :T0+Tlsin%

On pose : 0(z,t) = T(z,t) — To.
1. Quelles sont les conditions aux limites 6(z = 0,) et 0(z = L,t)?

2. Compte tenu de ces conditions aux limites, on va chercher des solutions factorisées
du type : 0(z,t) = f(2)g(t), que 'on appelle des ondes stationnaires. Déterminer
les équations différentielles auxquelles obéissent f(z) et g(t).

Déterminer f(z).
Déterminer g(t).

Exprimer le temps caractéristique du régime transitoire 7 en fonction de L et Dy,.

A AN

Tracer T'(z,t) pour : i. une position z donnée a tous les temps ; ii. un temps ¢ donné
dans toute la barre.

g L/p—dxe = ()6 ¥ Z%ugs 17 = (2)f ¢ L =990 = % = ”%[WG 20=0T=2)9=0‘0=2)9 T : osuoday



Chapitre 7

Analogies avec d’autres phénomenes

Dans cette section, on va voir que la conduction thermique est analogue a d’autres phéno-
menes de transport.

7.1 Diffusion de particules

Le transport de particules est dii a une inhomogénéité de la concentration de particules n.
On peut alors définir le vecteur de densité de courant particulaire :

ju =nT, (7.1)

ol U est la ViteiS.)e des particules. On a alors la loi phénoménologique de Fick qui relie la
variation de n a j, : R
Jn = —Dgrad n, (7.2)
olt D est le coefficient de diffusion particulaire (en m?.s™!). Par ailleurs, 'équation de conser-
vation du nombre de particules s’écrit :

= _div7,. (7.3)

Ainsi, on peut établir I’équation de diffusion des particules :

on
DAn = —. 7.4
On voit que I'on a formellement exactement les mémes équations pour la diffusion de particules
que pour la diffusion de la chaleur! Les méthodes de résolution des problemes sont donc les

meémes !

7.2 Conduction électrique

Le transport de charges électriques (ou conduction électrique) est di & une inhomogénéité du
potentiel électrostatique V. On peut alors définir le vecteur de densité de courant de charges :

-

j=p7, (7.5)
ou p gst la densité volumique de charges ¢ et o leur vitesse. On a alors la loi d’Ohm qui relie
Vayj:

7 = —agr?)i V= aﬁ, (7.6)
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ol B est le champ électrique auquel sont soumises les charges et o est la conductivité du milieu.
L’équation de conservation de la charge s’écrit alors :

dp .=
5 = —div j . (7.7)

Jusqu’ici, on a formellement exactement les mémes équations pour la conduction électrique
que pour la conduction thermique. La différence est que le potentiel électrostatique V' n’est
pas proportionnel a la densité de charges p (contrairement a la diffusion de la chaleur ou de
particules), ce qui ne permet pas d’écrire une équation de diffusion de la charge comme
précédemment.

7.3 Retour sur la conduction de la chaleur

Ces analogies sont particulierement utiles pour se forger une intuition de ce qui se passe lors
de la conduction thermique. Par exemple on peut définir le flux thermique et la conductivité
thermique de maniere analogue a ce que 'on fait pour le transport de charge.

Le flux thermique ¢ a travers une surface orientée cﬁ est tel que :

¢ = //ﬁ;.cﬁ.

. . . . v —
C’est 'analogue de 'intensité électrique qui est définie par I = [[ j 3.

La conductivité thermique \ est ’analogue de la conductivité électrique o. On peut donc
définir une résistance thermique :

e
R = 45 (7.8)

ol e est I'épaisseur du matériau a travers lequel il y a conduction thermique, et S est sa section.
Les résistances thermiques sont exprimées en K.W~!. On utilise souvent la résistance thermique
par carré :

e 1

qui correspond & la résistance thermique par unité de section (c’est-a-dire avec S = 1 dans
I'équation |7.8)). Ry est en K.m*. W' et U est appelé le coefficient thermique ou valeur U (en
W.K~1.m™?). Ces notations sont particulicrement utiles dans le domaine de la construction.
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Mlustration 4: Caméras thermiques

Les caméras thermiques mesurent le rayonnement infrarouge émis par les objets. La figure
ci-dessous montre un exemple d’image infrarouge, ou on voit la superposition de I'image
visible (lignes grises) avec I'image IR codées en fausse couleur (chaque couleur correspond
a une température de rayonnement différente). On voit un mur et une fenétre (en bleu)
en hiver. Comme on peut le voir, le cadre métallique de la fenétre conduit le froid, ce
qui est a l'origine de pertes thermiques. On peut aussi voir les bordures des panneaux
d’isolation du mur : les jonctions ne sont pas optimales et font des ponts thermiques qui
sont aussi responsables de pertes de chaleur.

Insulating panels

Glazing

Metallic window
carpentry
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Le cours en exemples 25: Conductivité thermique de matériaux de construction

La figure[7.1]donne des valeurs de A pour des matériaux de construction typiques. Calculer
I'épaisseur de matériau que I'on doit avoir pour obtenir Ry, = 1 K.m2.W~!, pour une

section de 1 m?, pour :
1. des briques,
2. du béton renforcé,
3. du verre,

4. de la mousse de polyuréthane rigide.

Thermal conductivity — Density

Materials (W/m.K) (kg,/m’)
Brick Veneer 0.80 1700
Re-inforced concrete 0.50 1400
Timber 0.15 650
Single glass window 0.65 2500
External rendering 0.25 1300
Tile concrete 0.84 1900
Cast concrete slab 1.13 2200
Expanded polystyrene 0.034 24
Polyurethane rigid foam 0.023 32
Sisalation foil 0.035 25
Plasterboard 0.25 950

FI1GURE 7.1 — Valeurs de la conductivité thermique et de la densité pour des matériaux
usuels de construction. Source : Aldawi Proc. Eng. 56 661 2013.
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Application du cours 7: Conductivité thermique d’une fenétre

L’analogie électrique est souvent utile pour analyser des arrangements complexes de maté-
riaux en termes de résistances en parallele ou en série. Déterminer 1’assemblage équivalent
de résistances des deux exemples de la figure [7.2

FIGURE 7.2 — Exemples de résistances thermiques.
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7.4 Bilan

Il est utile d’appliquer la notion de conservation au cours du temps et dans I'espace a des
quantités tres variées : évolution du nombre de particules, d’écoulement d’eau dans un tuyau,
de chaleur dans un radiateur, de charges dans un semiconducteur, de population dans le métro,
etc. On appelle cette généralisation la notion de bilan d’une quantité dans un systeme, outre les
équations de conservation, cette notion fait également appelle aux notions de transport (flux
de particules, de chaleur) et de diffusion (échange suivant un gradient). Pour faire un bilan il
nous faut d’abord définir la notion de systeme.
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7.4.1 Notion de systéeme

e ——

——————————— S : systéme ouvert

I
----------- F : systéme f]—'li

t t+At

F1GURE 7.3 — llustration de la différence entre un systeme ouvert et un systeme fermé. Crédit :
Jacques Schwartzentruber.

On appelle systéeme, noté 3 une portion d’espace délimitée par une frontiere. Il existe
deux types de systeme :

e un systeme fermé est un systeme clos ne permettant pas I’échange de matiere
entre 'intérieur et I'extérieur de ses frontieres (échange d’énergie ou d’information
possible). Ex : un balon de baudruche gonflé, le systeme de refroidissement d'un
réfrigirateur, une portion de riviere suivant la vitesse de I'eau.

e un systeme ouvert est un systeme autorisant I’échange de matiere entre l'intérieur
et I'exterieur (ainsi que les échanges d’énergies et d’information a priori). Ex : le
boulevard périphérique, la portion de 1'Yvette se situant sur la commune d’Orsay,
le fil d’'une ampoule.

La figure [7.3] illustre un systéme fermé et un systéme ouvert.

Il est important de comprendre qu’un méme probleme peut étre traité en définissant un
systeme fermé ou un systeme ouvert. Par exemple si I'on s’intéresse a I’écoulement d’un fluide
dans un tuyau, en fonction du probléeme, il peut étre plus intéressant de définir le systeme
ouvert : une portion fixe de tuyau (3 constant, localisé et inamovible) avec une quantité de
fluide variable entrant et sortant du tuyau, ou fermé : suivre au cours du temps le méme élement
de fluide dans le tuyau et donc de faire bouger le systeme (3 = 3(¢)) au cours du temps comme
illustré sur I'image [7.3]

7.4.2 Lois de diffusion

La loi de Fourier , que vous avez déja vu, est une loi de diffusion décrivant les échanges de
chaleur :

J= - AV(T) (7.10)

avec ; la densité de flux thermique (W.m™2), T la distribution de la température dans I'espace
(K) et A la conductivité thermique (W.m™'.K1).
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La loi de Fick est une loi de diffusion décrivant I’évolution d’un flux de particules :

ju=—DV(p) (7.11)

avec jy le flux de matiere (m=2.s~

de particule (m™2) .

D), D le coefficient de diffusion (m?.s7!) et p la densité

Laloi de Darcy est une loi de diffusion décrivant I’évolution du débit d’un fluide incompressible
dans un milieu poreux :

q= —KAWH) (7.12)

avec ¢ le débit du fluide (m3.s7!), K le coefficient de diffusion (m?.s7'), A la surface de

contact (m?) et H la charge hydraulique (homogene & une longueur m).

7.4.3 Bilan dans un systeme

La notion de bilan s’intéresse donc a I’évolution d’une quantité, ici notée N, dans un systeme
Y(t). On se penchera ici sur 'évolution d’'un nombre de particule mais cela se généralise a
d’autres grandeur physique (fluide, chaleur, etc). Soit Ng(t) la quantité totale de particules au
cours du temps dans le systeme 3(t) et p,(z,y, 2,t) la densité de particules (en m~3) au point
M(x,y,z) et a I'instant t. Alors :

Ny, (t) /// pn(x,y, 2, t) doe dy dz (7.13)
o
Maintenant pour évaluer ’évolution de Nx(t), il nous faut définir un systeme.

Systeme ouvert Soit Xy ouvert, fixe, indéformable, et intéressons nous a 1’évolution du nombre
de particules dans ce volume (ouvert = flux de matiere autorisé). L’évolution du nombre de
particules au cours du temps est donc simplement (simple car ¥y fixe donc dz, dy et dz ne

dépendent pas de dt!) :
dNZO /// Ipnlx y,z Ipn(.9,2,1) dx dy dz (7.14)
>o

s
2 =
>
0 >
F. -
JIN
>
>
4>
4>
>

—

JN

F1GURE 7.4 — Tllustration du bilan de particules dans un systeme ouvert .

Il s’agit maintenant de comprendre ce qu’est cette évolution. Il s’agit de flux entrant et
sortant de particules. On définit donc jN<£L‘ Y, 2,t) dans tout l'espace comme la densité de
courant de particules. Il s’exprime en m 257! et on a j N = pp XU avec ¥ la vitesse des particules.
Ainsi, le flux de particule ¢; sur une surface S; est par définition le nombre de ces particules
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traversant la surface orientée par ng pendant un temps dt. Soit le nombre de particules étant
compris dans le tube v - 17g X dt x dS. Autrement dit :

¢ = // pu(V - Tlg X dt X dS) = // jn - 1is dS dt (7.15)
Si Si

Ces particules entrent par une surface notée F et sortent par la surface Fs. La variation dNx(t)
au cours d’'un intervalle de temps dt, peut également étre comprise comme étant la différence
entre le nombre de particules entrantes (jy.ng avec nig le vecteur normal & la surface Fg) et le

—

nombre de particules sortantes du systeme (jy.ng avec ng le vecteur normal a la surface Fy).
Ainsi :
dNx,(t) = ¢n(t)dt avec ¢y = jn(Fi)1ii — jn(Fs).1is (7.16)
soit finalement
W) _ (1) = () i — (). (1.17)

On peut généraliser cette idée a I’ensemble des sorties et entrées de particules dans le systeme
Yo . Il s’agit donc de sommer algébriquement les flux entrants et sortants de Yy sur I’ensemble
de la surface du systeme noté S, avec ng le vecteur normal a la surface.

ox(t) = #S Jio(sys 21 1) -1i5 dS (7.18)

Or d’apres le théoreme de Green-Ostrogradski, le bilan de flux entrant/sortant, peut se réécrire
comme la divergence du courant dans tout le volume.

# jn(x,y, 2, t).00% dS = /// div(jn(z,y, 2, t)) do dy dz (7.19)
s So

Donc finalement on a :

/// W dr dy dz = /// div(jn(z,y, 2,t)) de dy dz (7.20)
Eo E0

En simplifiant 1’écriture on obtient I’équation de conservation :

a n . Pad
8_pt = div(jn) (7.21)

Cette équation de conservation se généralise a beaucoup de quantité, y compris thermody-
namique, comme la chaleur, que vous avez vu dans un chapitre précédent.

Dans un systéme fermé Dans un systeme fermé noté X(t), on suit au cours du temps les
mémes particules. C’est le volume qu’on adapte. Cela dit on cherche toujours la méme chose,
le nombre de particules dans ¥ et X;(¢) est une facon d’y parvenir.

Ny, (t) = N, (t) + 0p (7.22)
Ny, (t + dt) = Ny, (t + dt) + s (7.23)

Or le systeme étant fermé, il n’y a pas d’échange de matiere avec 'extérieur. Donc :

Ny, (t) = Ng,(t + dt) (7.24)
< Ny, (t) + 0 = Ny, (t + dt) + ds (7.25)
Ngo (t + dt) - Ngo(t) - (SE - 55 (726)
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63
(1) T (t+dt) =
5, Jn
N

F1GURE 7.5 — Illustration du bilan de particules dans un systeme fermé

Et donc on a :
dNEO(t) - (SE — 55

dt dt
Pour les méme raisons que précédemment, on sait que le nombre de particules dans dg est la
somme des particules étant présentes dans le tube de surface dS et de profondeur v - €, x dt.
De méme pour dg. Il est clair que si dg est positif alors 0 est négatif puisque €, ne change pas
de sens. D’ou le signe opposé entre dg et dg.

(7.27)

0p = //j}(fﬁ,y,Z,t)-nfs dS dt et 6 = //j}(x,y,zjt)-nﬁ dS dt. (7.28)

On retrouve bien

dNy, (t -
2 (?) = #j]v(az,y,z,t) - ng dS (7.29)
dt S
et donc finalement, via Green-Ostrogradski, I’équation de conservation :
Opn -
OPn = div(jn) (7.30)

ot
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